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6.1 Introduccion

SVM (Support Vector Machines), maquinas de vectores soporte

m Pertenece a la familia de métodos kernel machines

, clasificacién (binaria
= Método de L, ( : )
regresion (prediccidn numérica)

Principios basicos

1. Uso de clasificadores lineales de " margen maximo”

2. Uso de funciones kernel

= "describen” el problema en un "espacio de caracteriticas” de mayor
dimensidn

= permiten aplicar "algoritmos lineales” sobre " problemas no lineales”

PREVIO
»  Producto escalar de 2 vectores

Con & = {zq,29,....,an} y Z = {21,29, ..., 2n}

SR xR SR

n
r-zZ= Z Tj2; = T12] -+ r9z9 4+ ...+ xTnzn
=1

= Norma de un vector (médulo)

17l = v@ -z

..+:1:%
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6.2 Clasificadores lineales

Espacio de entrada: X (= R" , dimensién n)

Espacio de salida: Y = {—1,+1}

r1 € X
Yi €Y
= Conjunto de entrenamiento L = {(Z1,y1), (T2, y2), ..., (L1, y1) }

= Cada ejemplo de entrenamiento serd un par (&;, y;) con {

Objetivo:

Encontrar un hiperplano h de dimensién (n — 1) que separe los ejemplos
etiquetados con —1 de los etiquetados con +1 con un “margen maximo”

Espacio de hipétesis (H):
w (/2 vector de "pesos”)

b (~ umbral)

Conjunto de hiperplanos de decisién definidos por {

H:R—-Y
. ' +1  si S Jw,x; + b>0
h(¥) = signo (Z?:l w;x; + b) = { 1 en %t:rzo_éasoz ’

Reescrito en forma de producto escalar: h(Z) = signo (W - £ + b)

+1

Hiperplano de decisiéon definido por

la ecuacidn g w;x; + b=
—+ \ector normal
) w (define la recta)

(6 W - &4 b = 0 en forma vectorial)
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6.2 Margen maximo y vectores soporte

Si el problema (definido por N
el conjunto de ejemplos L) es
linealmente separable existen infi-
nitos hiperplanos que separan los -
ejemplos de entrenamiento.

+1

+1

= Existen algoritmos para encon-
trar/construir esos hiperplanos

= Ejemplo: algoritmo de aprendizaje de

Multiples separadores lineales

perceptrones simples v N

Nos interesard el hiperplano que mejor separe los ejemplos de entrenamiento

(minimiza las posibilidades de sobreajuste)

Objetivo: buscar/construir el hiperplano de margen maximo

N +1

+1

MAI;\GE‘N =L_‘
N ||w||

+1

h:w-€ +b=0

Hiperplano de margen maximo
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Donde tenemos:
hi: w-£ + b= +1 (delimita ejemplos +1)

ho: w-Z + b= —1 (delimita ejemplos -1)

y el hiperplano de margen maximo definido por la ecuacién:
h: Ww-£ + b=0

= Los vectores soporte son aquellos ejemplos de entrenamiento que
definen los hiperplanos de separacién hy y ho (sefialados con un circulo en la figura

anterior).

Como Y = {—1,+1}, el ejemplo de entrenamiento (Z;,y;) € L es-
tard bien clasificado si se verifica:

w-x; + b>+1 paray;, = +1
é
w-T; + b< —1 paray, = —1

Ambas expresiones pueden combinarse de la forma:

yi(W-2Z; + b) > 1 V(Z,y) €L

—> Este sera el conjunto de restricciones que debera cumplir el hiperplano objetivo A

Puede demostrarse que la distancia entre el hiperplano objetivo h y cada
2

|l

hiperplano "separador”, hi y hs, es IItlvH’ por lo que el margen es
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Objetivo: Buscar los valores de w0 y b que:

C _ _ 9
1. maximicen el margen (distancia entre hy y ho [_—||1I)’||])

2. garanticen que se clasifiquen correctamente todos los ejemplos del con-
junto de entrenamiento L = { (%1, y1), (T2, y2), ---, (L1, y1) }

Por conveniencia matematica, en

guiente equivalencia.

Es un problema de optimizacién cuadratica (Quadratic Programming (QP)).

2
MAXIMIZAR ———
[l

1 =12
MINIMIZAR 5 |||

ENUNCIADO (forma primal)

Dado un conjunto de ejemplos de entrenamiento previamente

clasificados L = { (%1, y1), (Z2,y2), .., (Z1, Y1) }-
Encontrar b y w que:
MINIMICEN %”’u_j”2 (equivale a maximizar el margen)
SUJETO A : y1(wW- 21 + b) >1

yo(W -T2 + b) > 1

y(w-x + b) >1

(todos los ejemplos correctamente clasificados)

Se trata de identificar los pardmetros que optimicen (maximicen é minimicen) una ecuacién
de segundo grado sujetos a una serie de restriciones lineales sobre dichos pardmetros.

Existen algoritmos razonablemente eficientes para resolverlos, tanto de forma exacta
como aproximada.

e Weka usa el método SMO (Sequential Minimal Optimization)
J. Platt: Fast Training of Support Vector Machines using Sequential Minimal Optimization. In

Advances in Kernel Methods Support Vector Learning, 1998.
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6.2.1 Forma dual
En la practica se usa la forma dual del problema de optimizacién anterior.

Permite expresar el problema de optimizacién en funciéon de productos escalares entre los vectores de

entrenamiento (necesario para poder aplicar funciones kernel)

Reformulacion:

= w puede expresarse como una combinacién lineal de los ejemplos de

entrenamiento [(Z;,y;) € L] en la forma: | w = E QY T

e Cada ejemplo de entrenamiento (&;, y;) € L tiene asociada una variable «; que
describe su “influencia” en el hiperplano de margen maximo.

e Sdlo los vectores soporte participan en la definicion del vector w
o «; > 0 para los &; que sean vectores soporte
o «; = 0 para los Z; que no sean vectores soporte

= El hiperplano de margen maximo quedaria definido por la ecuacién:

h : ’LU-:E'—Fb:Zi_lazyz(xz Z)+b

ENUNCIADO (forma dual)

Dado un conjunto de ejemplos de entrenamiento previamente
clasificados L = { (&1, y1), (T2, y2), ---, (L1, Y1) }-

Encontrar los valores a1, o, . . ., ay que:
MAXIMICEN >, q o — 52 500 D0 iyyiy;(Ti - &)
l
SUJETO A : > ., 04y; =0
y

a; >0Vie{l,..., 1}

Nota: la Unica operacién donde intervienen los vectores de entrenamiento
es el producto escalar (Z; - Z;) presente en la expresiéon a maximizar.

Esto permitira posteriormente "kernelizar” el algoritmo sustituyendo ese producto escalar

por una funcién kernel adecuada
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6.3 Margen maximo con holgura

Para mitigar ain mas las posibilidades de sobreajuste = permitir cierto
grado de error en el hiperplano de separacién de margen maximo

= Admite problemas no totalmente linealmente separables.
» &; : pérdida/holgura admitida para el ejemplo (&;,vy;) € L

AN
N
AN
N
N +1
N a; =0 +1
LN a; =0
+10 St
L - -
N T
N
AN o
N |1
l_l, ___!
-1 0<ag<‘a / a,-:C'
(12'20

N
-1 AN
(]{z':O \
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Se relajan las restricciones de lo que es considerado un "ejemplo bien
clasificado”

= El ejemplo de entrenamiento (Z;,y;) € L se considera como
bien clasificado si se verifica:

w-x;, + b>+1—-& paray;, = +1
w-r; + b< —-14+¢&;, paray, = —1
con & >0Vied{l,...,l}

» La cantidad maxima de "pérdidas’ admitidas sobre el conjunto de
entrenamiento se acota mediante el parametro C'

ENUNCIADO (forma primal)

Dado un conjunto de ejemplos de entrenamiento previamente

clasificados L = {(#1,y1), (Z2,y2), ..., (X1, y1)} y una
cota maxima de pérdidas permitidas, C.

Encontrar b y w que:

MINIMICEN 2||@||* + C Zézl &
SUJETO A : y1(W - &1 + b) > 1 — &
Yyo(W -T2 + b) > 1 — &

yi(W-% + b) >1—¢&
y
£>0 Vie{1,2,...,0}

— FJRP cc1A [Modelos de Razonamiento y Aprendizaje] — 8



ENUNCIADO (forma dual)

Dado un conjunto de ejemplos de entrenamiento previamente

clasificados L = {(Z1,v1), (¥2,¥2), ..., (L1, y;)} y una
cota maxima de pérdidas permitidas, C.

Encontrar los valores a1, ao, . . ., o que:
MAXIMICEN >,y 06 — 32,09 201 ®ioyiy;(Ti - Tj)
l
SUJETO A @ > . _;04y; =0
y

0<a;<CVie{l,...,1}

= Los vectores soporte estdn asociados a valores de «; que verifiquen 0 < o; < C.

= Los vectores correspondientes a los errores de clasficacién admitidos tienen asociado un o, = C.
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6.4 El "truco” del kernel

Problema:
La mayoria de los " problemas reales” no son linealmente separables.

Idea: Transformar los ejemplos de entrenamiento a un espacio vectorial de
alta dimensién (IN > n) (denominado espacio de caracteristicas), donde

si sea posible la separacién lineal.

{ X|=mn, [FI=N
con

Funcién de transformacién | & : X
uncion ransformacién | &(x) — F y N >n

» Recibe vectores del espacio de entrada, X, y los transforma en vectores
del espacio de caracteristicas, F

Espacio de entrada X

Ejemplos linealmente separables

Ejemplos no linealmente separables
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Inconvenientes potenciales:

= Dificil encontrar/definir una funcién de transformacién @ (Z) adecuada
m Costoso convertir vectores de X en vectores de JF (vectores muy grandes)

m Costoso calcular productos escalares en F sobre vectores tan grandes.

Solucion: Uso de funciones kernel

= Se aplican sobre vectores de X y su resultado es un producto escalar
sobre "algin” espacio de caracteristicas F

= Definen una funcién de transformacién @(Z) implicita (no es necesario

construirla ni calcularla)
Definicion: (funcién kernel)

Una funcién kernel k(x,y) : X X X — R asigna a cada par de
objetos de entrada, x e y, un valor real que se corresponde con
el producto escalar de sus respectivas imagenes en el espacio de
caracterisitcas JF

Es decir, | k(x,y) = ©(X) - @(u) | para alguna funcién de transforma-

cién implicita, @(z) : X — F.

Las funciones kernel permiten:

» Calcular productos escalares en F (espacio de caracteristicas) aplicando la res-
pectiva funcidn kernel sobre X (espacio de entrada).

= No es necesarios que los objetos de entrada estén definidos en un espacio
vectorial.
e Las entradas no tienen por que ser necesariamente vectores numéricos.
e Ejemplo: funciones kernel aplicables sobre cadenas de texto (string kernels)
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Conclusioén: ("truco del kernel” / kernel trick)

Con una funcién kernel adecuada cualquier algoritmo que pueda
expresarse en funcidon de productos escalares sobre su espacio de
entrada puede ser kernelizado

= En el algoritmo, se sustituye el producto escalar "original” por la
funcién kernel.

= |mplicitamente, se consigue que el algoritmo "original” pase a
aplicarse sobre el espacio de caracterisitcas F

Nota: el "truco del kernel” permite que algoritmos "lineales” se apliquen

sobre problemas "no lineales”.

Teorema de Mercer (caracterizacién de funciones kernel)

Definiciones previas

» k: X X X — Ressimétricasi k(z,y) = k(y,x) Vo,y € X

m £k : X X X — R es semidefinida positiva si se verifica que
D ic1 2 j— Cicik(xi, y;) > 0 para cualquier conjunto de ob-
jetos x1, xo, ..., x, de X y cualquier conjunto de valores reales

C1,C2y...,Cp.

Teorema
Para cualquier funciéon k£ : X X X — R que sea simétrica
y semidefinida positiva existe un espacio de Hilbert F y una
funcion @ : X — F tal que:

k(z,y) = P(z) - P(y) Vo,y € X

Nota: Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial de dimensiéon N con propiedades equivalentes

a las de RN
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Funciones kernel tipicas

» kernel identidad: k(Z,9) = T - ¢
T

= kernel polindmico: k(Z,y) = (£ -4y + )P

L 2
(—nx—Qyn >
= kernel gaussiano (funcién de base radial [RBF]): k(Z, ) = e 20

Combinacién de kernels

Si k1 y ko son funciones kernel, también lo seran:

v ki(z,y) + ka(z,y)
u akl(xay)
" kl(ac,y)kg(a:,y)

Ejemplo: kernel polinémico de grado 2 sobre vectores en R* (X = R?)

7= (y1,92) € R’
Z = (z1, 22) € R?
k(. %) = (4 2)°
Induce la funcién de transformacién &(Z) : R* — R?, definida como:
P(Z) = (w1, x2)) = (27, 3, V2x122) € R

Comprobacion

K(§,2) =k(§-2)° =
= ((y1,y2) - (21, 22))* =
= (y121 + y222)° =
= (y121)* + (y222)° + 2y121y222 =
= Y72} + Y525 + V2y1y2v/22120 =
= (y1, 93, V2y192) - (21, 25, V22122) =
= o(9) - P(Z)

k(y, Z) calculado sobre R? (espacio de entrada X) da como resultado el producto escalar de

&(7) = (y3, y5, V2y1v2)

2 vectores de R3 (espacio de caracteristicas F) 2, 5 75
D (2) = (21, 25, V221 29)
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6.5 SVMs

El método de aprendizaje en el que se basan las Support Vector Machines
(SVM) no es mas que la kernelizacién de un clasificador lineal de margen
maximo con holgura.

= Se aplica un algoritmo para aprender un clasificador lineal de margen
maximo con holgura de forma implicita sobre el espacio de caracterisitcas
JF inducido por la funcién kernel empleada (en lugar de sobre el espacio de entrada

original X).

ENUNCIADO (forma dual kernalizada)

Dado un conjunto de ejemplos de entrenamiento previamen-

te clasificados L = {(Z1,y1), (X2, y2), ..., (£1, Y1)}, una
cota maxima de pérdidas permitidas, C', y una funcién kernel

k(z,y).
Encontrar los valores a1, ao, . . ., o que:
MAXIMICEN >, — 5D D i @i yiy;k(T;, T))

SUJETO A : le-:1 a;y; =0

y
0<a;<CVie{l,... 1}

k(Z;, :E’j) equivale al producto escalar , ¢(Z;) - ¢(Z;), en F.

Es decir, la optimizacién Zi’:l o — %Zl‘zl Zé’:l aiajyiyjk(fi, fj) se aplica realmente de
forma implicita sobre 24:1 oy — %Zl-zl 29:1 aiajyiyj@(fi) - P(X;))
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